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En este trabajo exponemos, y comentamos brevemente, los resultados
obtenidos en la Tesis Doctoral de M. A. Rodr´ıguez Bellido, dirigida
por F. Guille´n Gonza´lez, [15], sobre existencia, unicidad, regularidad
y comportamiento asinto´tico en tiempo para las Ecuaciones Primitivas
del Oce´ano con condicio´n de Dirichlet homoge´nea en el fondo, as´ı como
la obtencio´n (a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes), regularidad
y unicidad de un nuevo modelo de Ecuaciones Primitivas con nuevas
condiciones de contorno. Previamente se expone el marco f´ısico y
matema´tico en el que se encuadran dichas ecuaciones, as´ı como los
resultados que con anterioridad se conoc´ıan sobre este tema, prestando
especial intere´s en la mejora que suponen los nuevos resultados de [15]
sobre los ya existentes.
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Clasificacio´n por materias AMS: 35Q30, 35B40, 76D05
1 Introduccio´n
Si observamos nuestro planeta, veremos que al menos dos terceras partes esta´n
cubiertas por oce´anos, y todo e´l rodeado de la atmo´sfera. No es, por tanto,
extran˜o que desde principios del siglo XIX algunos cient´ıficos, como Pierre
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Simon de Laplace, pensasen que las leyes f´ısicas que gobiernan la atmo´sfera
y el oce´ano podr´ıan servir para predecir el tiempo y clima futuros. Ya en el
siglo XX se empezo´ a considerar ese intento de prediccio´n como la resolucio´n
de un problema de valores iniciales en f´ısica matema´tica.
Actualmente, segu´n J. L. Lions, R. Temam y S. Wang [12], para entender
el comportamiento turbulento de la atmo´sfera y el oce´ano, y poder predecir el
clima, necesitamos:
(a) establecer las ecuaciones y modelos matema´ticos que gobiernan el
movimiento y estados de la atmo´sfera y el oce´ano, y las interacciones
que aparecen entre ellos;
(b) establecer los fundamentos matema´ticos de dichas ecuaciones y modelos;
(c) establecer y resolver aproximaciones nume´ricas de dichas ecuaciones.
La atmo´sfera es un fluido compresible, descrito matema´ticamente por
las ecuaciones de la Hidrodina´mica y la Termodina´mica, en donde actu´an
tambie´n las fuerzas centr´ıpetas y de Coriolis. Dichas ecuaciones describen los
movimientos a gran escala, en donde las pequen˜as escalas son consideradas
como “ruidos” en los ca´lculos nume´ricos. Sin embargo, debido a que la escala
vertical es mucho menor que la escala horizontal, podemos usar la aproximacio´n
hidrosta´tica (que veremos a continuacio´n) que permite obtener las Ecuaciones
Primitivas de la atmo´sfera y del oce´ano.
Una de las principales fuerzas que “mueven” el oce´ano es la fuerza del viento,
lo que pone de manifiesto que el comportamiento del oce´ano depende de la
atmo´sfera. Por otra parte, tambie´n es importante la influencia del oce´ano en el
comportamiento de la atmo´sfera y del clima. Todas estas observaciones justifican
el estudio del mecanismo de acoplamiento entre la atmo´sfera y el oce´ano.
En este trabajo nos centraremos en el tratamiento matema´tico de las
Ecuaciones Primitivas del oce´ano, tanto en su obtencio´n mediante un argumento
asinto´tico a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes, como en los resultados
de existencia, unicidad y regularidad de solucio´n, comportamiento asinto´tico
en tiempo, etc. Prestaremos especial atencio´n a los resultados recogidos en la
Tesis Doctoral de la autora, exponiendo los resultados de otros autores que con
anterioridad a su defensa se conoc´ıan sobre este tema.
2 Obtencio´n del modelo.
El oce´ano es considerado como un fluido ligeramente compresible, con fuerzas de
Coriolis y centr´ıpetas. El conjunto de ecuaciones que rigen lo que se conoce como
“large scale ocean model”son: las ecuaciones de momentos, la ecuacio´n
de continuidad, la ecuacio´n termodina´mica o de la temperatura θ, la
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+ 2ρW ×V + ρW × (W × r) +∇p+ ρg = D
dρ
dt







ρ = f(θ, S)
(1)
donde ρ es la densidad, V la velocidad (3-dimensional) del flujo, p la presio´n,
g = (0, 0, g) es la gravedad, 2ρW×V es el te´rmino de Coriolis y ρW× (W×r)
las fuerzas centr´ıpetas (W = f(0, cosλ, senλ) es el vector de rotacio´n de la
Tierra, r es el radio de la Tierra y λ = λ(y) es la latitud), D es la disipacio´n
(molecular), Qθ y QS las difusiones de temperatura y salinidad respectivamente.
Respecto a los operadores diferenciales utilizados, ∇ = (∂x, ∂y, ∂z) es el
gradiente tridimensional, con ∇· el operador divergencia y d
dt
es la “derivada
material o total”, es decir,
d
dt
= ∂t + V · ∇
Si hacemos la aproximacio´n llamada del β-plano, el dominio ocupado por el
oce´ano Ω, se describe en coordenadas cartesianas como:
Ω = {(x, y, z) = (x, z) ∈ R3, x ∈ S, −H(x) < z < 0}.
Su frontera ∂Ω = Γb ∪ Γl ∪ Γs donde el fondo Γb, las paredes laterales Γl y la
superficie Γs esta´n definidas por:
Γb = {(x, z) ∈ R3 : x ∈ S, z = −H(x)},
Γl = {(x, z) ∈ R3 : x ∈ ∂S, −H(x) < z < 0},
Γs = {(x, 0) : x ∈ S},
donde S (seccio´n horizontal) es un abierto acotado en R2 y H (la profundidad)
es una funcio´n continua no negativa sobre S. Las Figuras 1 y 2 ilustran las
posibles configuraciones del dominio bidimensional (o las secciones verticales de
un dominio tridimensional):
Las dificultades teo´ricas y computacionales que presenta el tratamiento del
sistema (1) ha llevado a la consideracio´n de dos simplificaciones importantes:
a) la aproximacio´n de Boussinesq, que consiste en despreciar las
diferencias de densidad en todo el sistema salvo en el te´rmino de gravedad
y la ecuacio´n de estado. De ese modo, fijada una densidad media constante








Figura 1: El dominio (2D) con paredes laterales.
ρ0, ρ = ρ0 + ρ
′ con ρ′ << ρ0. Dicha hipo´tesis hace que la ecuacio´n de
continuidad se transforme en la ecuacio´n de incompresibilidad para la
velocidad V, que es una hipo´tesis f´ısicamente va´lida debido a la lenta
velocidad del agua respecto a la viscosidad en dicho medio. La inclusio´n
de las fuerzas centr´ıpetas en el gradiente de una funcio´n potencial P (junto





v − µ∆xv − ν∂2zzv + 2f(sen(λ)v⊥ + cos(λ)we1) +∇xP = 0
d
dt




∇x · v + ∂zw = 0
∂tθ + v · ∇xθ + w∂zθ − µθ∆xθ − νθ∂2zzθ = 0
∂tS + v · ∇xS + w∂zS − µS∆xS − νS∂2zzS = 0
ρ = f(θ, S),
donde v = (v1, v2) y w son las velocidades horizontales y vertical
respectivamente, v⊥ = (−v2, v1), y µ, ν, µθ, νθ, µS , νS los coeficientes
de difusio´n (turbulenta) aniso´tropos horizontal y vertical de (v, w), θ y S
respectivamente. ∇x, ∆x y ∇x· son los operadores gradiente, laplaciano y
divergencia en las variables horizontales. Dicho sistema recibe el nombre
de Ecuaciones de Boussinesq del oce´ano.







Figura 2: El dominio (2D) sin talud.
b) la aproximacio´n hidrosta´tica. Si queremos hacer un proceso de
adimensionalizacio´n del sistema (BEs) respecto a los valores de referencia
de cada magnitud f´ısica, el ana´lisis real de escalas nos dice que el cociente





siendo L el valor de referencia de las dimensiones horizontales, y Z de las
verticales. Adema´s, la velocidad vertical del agua es mucho menor que la
velocidad horizontal, lo que se modela aproximando la tercera ecuacio´n




que relaciona la presio´n y la densidad del oce´ano con la gravedad, y que se
ha convertido en una ecuacio´n fundamental en Oceanograf´ıa. El ana´lisis de
escalas nos dice adema´s que para que las viscosidades de las dos primeras
componentes de la ecuacio´n de momentos sean del mismo orden (respecto
a δ), necesitamos suponer que:
ν = δ2νv, µ = νh, con νv = O(1) y νh = O(1). (2)
Por simplicidad, so´lo prestaremos atencio´n al sistema de ecuaciones (no
lineal) para la velocidad y presio´n, ya que el sistema acoplado con
la temperatura y salinidad introduce ecuaciones de conveccio´n-difusio´n
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(lineales si la velocidad es conocida) que no an˜aden dificultades esenciales
(de tipo matema´tico). En consecuencia, las Ecuaciones Primitivas del
oce´ano vienen descritas por el siguiente sistema:
(EP )





∂zp = −ρg, ∇x · v + ∂zw = 0,
donde α = 2f sen(λ). La frontera superficie Γs no var´ıa, siendo los nuevos




Ω = {(x, z) ∈ R3, x ∈ S, −h(x) < z < 0},
Γl = {(x, z) ∈ R3 : x ∈ ∂S, −h(x) < z < 0},
Γb = {(x, z) ∈ R3 : x ∈ S, z = −h(x)}.
(3)
Las Ecuaciones Primitivas del oce´ano (EP ) se obtienen a partir de la
hipo´tesis de aproximacio´n hidrosta´tica en los trabajos de J. L. Lions, R. Temam
y S. Wang, [10, 11]. Dicha hipo´tesis se puede justificar como l´ımite de la
formulacio´n variacional de las ecuaciones de Navier-Stokes o (BEs) cuando
δ → 0 imponiendo (2), ver los resultados de O. Besson y M. R. Laydi, [2], para
el caso estacionario y los de P. Aze´rad y F. Guille´n-Gonza´lez, [1], para el caso
de evolucio´n.
2.1 Eleccio´n de condiciones de contorno.
La “fuente”de movimiento del oce´ano es la atmo´sfera. No podemos olvidar
pues la interaccio´n atmo´sfera-oce´ano a la hora de determinar cua´les son
las condiciones de interfase, que se traducira´n en condiciones de contorno
sobre la superficie del oce´ano. Una hipo´tesis simplificadora es considerar que
dicha interfase esta´ fija, hipo´tesis que se denomina de “techo r´ıgido”(rigid lid
hypothesis) y que esta´ basada en dos hechos:
(a) el agua es mucho ma´s densa que el aire. De hecho, se observa que ρa/ρs ≈
10−3, siendo ρa la densidad del aire y ρs la del agua ocea´nica, con lo que
la interfase entre el aire y el agua es muy estable considerando grandes
escalas espaciales, debido a la intensidad de la fuerza gravitacional.
(b) a gran escala, el desplazamiento vertical de las ondas de mareas se puede
despreciar, ya que aparecen como “ruidos en las altas frecuencias 2no
suelen ser tenidas en cuenta en la mayor´ıa de modelos de Circulacio´n
Global.
As´ı pues, las condiciones de contorno que aparecen en la superficie son
(denotando con el super´ındice s las variables correspondientes al oce´ano y con
a las variables correspondientes a la atmo´sfera):
w|Γs = 0, vs|Γs = va|Γs .
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Sin embargo, debido a la diferencia de densidad entre ambos medios, aparece
una capa l´ımite fina en la atmo´sfera (de 1 km. de espesor) y muy fina en el
oce´ano (entre 10 y 100 m. de espesor) que no son tratables nume´ricamente, por
el momento. Usando entonces unos fundamentos ma´s pra´cticos, se considera
que los esfuerzos de cizalla en la interfase son debidos a la fuerza horizontal del
viento en superficie, lo que se traduce matema´ticamente como:
−ρs0 νsv ∂zvs = ρa CaD (va − vs)|va − vs|α sobre Γs,
donde CaD es el coeficiente de transferencia de momento. Aqu´ı vamos a
considerar la siguiente simplificacio´n:
w = 0, νv ∂zv
s = τ sobre Γs,
donde τ es la tensio´n del viento sobre la superficie del oce´ano, que se toma
como dato. Con respecto al fondo, impondremos condiciones de adherencia,
permitiendo deslizamiento vertical en las paredes laterales, que vienen dadas
por:
w = 0 sobre Γb, v
s = 0 sobre Γb ∪ Γl. (4)
Fijaremos estas condiciones de contorno en los resultados que expondremos en
la siguiente seccio´n.
2.2 El modelo reducido.
Las variables del sistema de Ecuaciones Primitivas v, w y p no son del
mismo tipo: la velocidad horizontal v verifica un problema de evolucio´n y
necesita por tanto datos iniciales para quedar determinado (variable prono´stico).
La velocidad vertical w no verifica un problema de evolucio´n pero se
puede determinar a partir de la variable prono´stico v (variable diagno´stico).
Concretamente, integrando la ecuacio´n de incompresibilidad en (z, 0), como
w(t; x, 0) = 0, obtenemos:
w(t; x, z) =
∫ 0
z
∇x · v(t; x, s)ds. (5)
Para la presio´n, integrando en (z, 0) la ecuacio´n hidrosta´tica, obtenemos:
p(t; x, z) = ps(t; x) +
∫ 0
z
(ρ g)(t; x, s)ds = ps(t; x) + g
∫ 0
z
f(θ, S)(t; x, s)ds,
donde ps(t; x) = p(t; x, 0) es la presio´n en la superficie del oce´ano. Se reescribe





∇xps + F(θ, S).
Imponiendo la condicio´n de contorno (4) sobre w en la expresio´n de w
(5), se llega a la restriccio´n ∇x · 〈v〉 = 0 en (0, T ) × S, donde 〈v〉(t; x) =
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∫ 0
−h(x)
v(t; x, z)dz, con lo que llegamos al siguiente sistema reducido (que
trataremos a partir de ahora) de Ecuaciones Primitivas:
(EP )





∇xps = F en (0, T )× Ω,
∇x · 〈v〉 = 0 en (0, T )× S,
v|t=0 = v0 en Ω,
νv∂zv|Γs = τ, v|Γb∪Γl = 0 en (0, T ),
donde w depende de v como en (5). Dicho sistema presenta las ventajas, desde el
punto de vista computacional, de eliminar w como inco´gnita y reducir la presio´n
a una funcio´n de dos variables. Sin embargo, como veremos en el estudio que
sigue, debido a la dependencia de w respecto a ∇x · v, se da una anisotrop´ıa
en la regularidad de las derivadas de w. Por ejemplo, si estamos en el caso
de una solucio´n de´bil v ∈ H1(Ω)2, usando la ecuacio´n de incompresibilidad,
∂zw = −∇x · v ∈ L2(Ω) pero ∇xw /∈ L2(Ω) en general. Dicha anisotrop´ıa hace
que el te´rmino no lineal de la ecuacio´n de momentos sea menos regular que en las
ecuaciones de Navier-Stokes, y que sea ma´s dif´ıcil obtener soluciones regulares
para las Ecuaciones Primitivas.
3 Regularidad de las Ecuaciones Primitivas del oce´ano.
Pasamos entonces a un estudio matema´tico del problema (EP ). Comenzamos
por describir el marco funcional y las definiciones de solucio´n de´bil y solucio´n
fuerte:





= {v ∈ H1(Ω)2; v = 0 sobre Γb ∪ Γl},
H−1b,l (Ω) = dual de H
1
b,l(Ω),
V = {ϕ ∈ C∞b,l(Ω)2; ∇x · 〈ϕ〉 = 0 en S},
H = VL
2
= {v ∈ L2(Ω)2; ∇x · 〈v〉 = 0 en S, 〈v〉 · n|∂S = 0},
V = VH
1
= {v ∈ H1(Ω)2; ∇x · 〈v〉 = 0 en S, v|Γb∪Γl = 0}.
Al multiplicar (EP ) por funciones test regulares e integrar por partes, resulta
la siguiente:
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Definicio´n 1 (Solucio´n de´bil) Sean u0 ∈ H, F ∈ L2(0, T ;H−1b,l (Ω)2) y
τ ∈ L2(0, T ;H−1/2(Γs)2). Decimos que u : (0, T ) × Ω → R2 es una solucio´n
de´bil de (EP ) en (0, T ) si
u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ),







































〈τ,u〉Γsds c.p.d. t ∈ (0, T ).
(6)
En el caso T = +∞, decimos que u es una solucio´n de´bil de (EP ) en (0,+∞)
si u es una solucio´n de´bil de (EP ) en (0, T ), ∀T < +∞.
Aqu´ı, 〈·, ·〉Ω denota la dualidad entre H−1b,l (Ω) y H1b,l(Ω), mientras que 〈·, ·〉Γs
denota la dualidad entre H−1/2(Γs) y H1/2(Γs). Denotamos en esta seccio´n por
u3 la velocidad vertical asociada a u.
Finalmente, denotamos la norma en V por ‖ϕ‖2V = νh‖∇xϕ‖2L2(Ω) +
νv‖∂zϕ‖2L2(Ω), y la norma en H1b,l(Ω) por ‖ϕ‖2H1(Ω) = ‖∇xϕ‖2L2(Ω)N +
‖∂zϕ‖2L2(Ω).
Cuando aumentamos ba´sicamente en un orden la regularidad de la solucio´n,
llegamos a la siguiente:
Definicio´n 2 (Solucio´n fuerte) Sean u0 ∈ V , F ∈ L2(0, T ;L2(Ω)2), τ ∈
L2(0, T ;H1/2(Γs)
2) y ∂tτ ∈ L2(0, T ;H−1/2(Γs)2). Si u una solucio´n de´bil de
(EP ) en (0, T ), decimos que u es una solucio´n fuerte si verifica la siguiente
regularidad adicional:
u ∈ L∞(0, T ;V ) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)2 ∩ V ), ∂tu ∈ L2(0, T ;H).
La existencia de solucio´n de´bil de (EP ) es bien conocida, ver
Lewandovski [9] y Lions-Teman-Wang [11], en dominios con profundidad
acotada inferiormente (que tambie´n denominaremos talud, es decir, h ≥ hmin >
0 en S). En dichos trabajos, se usa un me´todo de Galerkin para obtener la
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velocidad u en un espacio con la restriccio´n ∇ · 〈u〉 = 0. Ma´s tarde, se recupera
la presio´n a trave´s de un lema de De Rham espec´ıfico para los espacios de
funciones definidas sobre la superficie. En dominios sin talud, la existencia de
solucio´n de´bil de obtiene como consecuencia de un proceso de paso al l´ımite
aplicado a las ecuaciones de Navier-Stokes con viscosidad aniso´tropa cuando
el cociente entre la profundidad y el dia´metro horizontal del dominio tiende a
cero, ver Besson-Laydi [2] para el caso estacionario y Azerad-Guille´n [1] para
el caso de evolucio´n. Tambie´n pueden encontrarse otras demostraciones por
argumentos de aproximacio´n interna, ver [5] para el caso estacionario y [6] para
el caso evolutivo.
Hasta donde sabemos, no hab´ıa resultados de existencia de solucio´n fuerte
del problema (EP ), excepto en el caso lineal estacionario [17]. Uno de los
principales problemas para su estudio es el tratamiento de las condiciones de
contorno; sobre la superficie tenemos una condicio´n de Neumann no homoge´nea,
mientras que en el fondo y paredes laterales tenemos condicio´n de Dirichlet
homoge´nea. Por otra parte, la unicidad de solucio´n del problema (EP ) es
tambie´n un problema abierto, incluso suponiendo la existencia de soluciones
fuertes.
3.1 Regularidad fuerte de (EP )
Como hemos dicho, los resultados de regularidad fuerte existentes para este tipo
de problemas se conoc´ıan para el caso del sistema lineal estacionario (Sst), cuyo
problema evolutivo correspondiente es:
(S)

∂tv − νh∆xv − νv∂2zzv +∇xqs = g en (0, T )× Ω,
∇x · 〈v〉 = 0 en (0, T )× S,
v|t=0 = v0 en Ω,
νv∂zv|Γs = τ, v|Γb∪Γl = 0 en (0, T ).
Nota 1 Notemos que el te´rmino de Coriolis se ha omitido en los ca´lculos, ya
que para la demostracio´n de los resultados que presentaremos no supone ninguna
dificultad adicional.
Teorema 1 (Solucio´n de´bil de (Sst)) Sea S ⊆ Rd (d = 1 o 2) y sea Ω ⊆
Rd+1, definido como (3), un dominio Lipschitz-continuo. Si g ∈ H−1b,l (Ω)d y τ ∈
H−1/2(Γs)d, entonces el problema (Sst) tiene una u´nica solucio´n v ∈ H1(Ω)d.






‖τ‖2H−1/2(Γs) + ‖g‖2H−1b,l (Ω)
}
. (7)
En [2], [5] y [9], hay diferentes demostraciones de este resultado.
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Teorema 2 (Solucio´n fuerte de (Sst))([17]) Sea S ⊆ Rd (d = 1 o 2) un
dominio de clase C3 y h ∈ C3(S) con h ≥ hmin > 0 en S. Si g ∈ L2(Ω)d
y τ ∈ H1/2+ε0 (Γs)d (para algu´n ε > 0), entonces existe una (u´nica) solucio´n
fuerte v de (Sst) (es decir, v ∈ H2(Ω)d ∩ V ). Adema´s, existe una constante





‖g‖2L2(Ω) + ‖τ‖2H1/2+ε0 (Γs)
}
. (8)
Aprovechando este resultado ([7]) (ver tambie´n [15]), extendemos el
resultado de regularidad fuerte al caso del problema evolutivo lineal (S). Para
ello, definimos el operador B : a ∈ H−1/2(Γs)d → u = Ba ∈ V , donde u es
la solucio´n de´bil del problema de Stokes hidrosta´tico (Sst) con g = 0 y τ = a.
Tomamos e(t) = B(τ(t)) que posee regularidad fuerte, y demostramos que
∂te(t) es igual a B(∂tτ(t)) que posee regularidad de´bil, de donde deducimos que
e ∈ C0([0, T ];V ). Estudiamos entonces el problema con condiciones de contorno
homoge´neas verificado por y = v− e. Las estimaciones de energ´ıa para e y ∂te
que se deducen de los Teoremas 1 y 2 permitira´n concluir el siguiente resultado:
Teorema 3 (Solucio´n fuerte de (S)) Sea S ⊆ Rd (d = 1 o 2) un dominio
C3 y h ∈ C3(S) con h ≥ hmin > 0 en S. Si g ∈ L2((0, T ) × Ω)d, v0 ∈ V ,
τ ∈ L2(0, T ;H1/2+ε0 (Γs)d), para algu´n ε > 0, con ∂tτ ∈ L2(0, T ;H−1/2(Γs)d),
entonces existe una u´nica solucio´n fuerte v de (S) en (0, T ). Adema´s, existe
una constante C > 0 tal que:
‖v‖2L∞(V )+ ‖v‖2L2(H2(Ω)) + ‖∂tv‖2L2(H) ≤ C
{
‖v0‖2V + ‖τ(0)‖2H−1/2(Γs)




Pasamos entonces a obtener resultados de regularidad fuerte para el
problema no lineal (EP ). Usamos el Teorema anterior para levantar las
condiciones de contorno, y as´ı estudiar el problema homoge´neo que verifica
(w, pis), donde w = v− e, pis = ps − qs, para (e, qs) la solucio´n de un problema
de tipo (S) con F y τ como datos y v0 como dato inicial:
(NL)

∂tw − νh∆xw − νv∂2zzw + (w + e)∂x(w + e)
+(w3 + e3)∂z(w + e) + ∂xpis = 0 en (0, T )× Ω,
∇x · 〈w〉 = 0 en (0, T )× S, w|t=0 = 0 en Ω,




∇x ·w ds y de forma similar para e3.
Aproximamos w por wm las aproximaciones de Galerkin en los espacios m-
dimensionales Vm formados por una base ortonormal (en V ) de autovalores del





νh∇xu : ∇xv + νv∂zu · ∂zv
)
dΩ ∀u,v ∈ V, (10)
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asociado a condiciones de contorno homoge´neas (Neumann sobre la superficie y
Dirichlet sobre el fondo y las paredes laterales). Para obtener estimaciones en





‖wm‖2V + ‖Awm‖2L2(Ω) = G(wm, e, f), (11)
para una cierta funcio´n G. Intentamos acotar los te´rminos de G con las
estimaciones en norma fuerte de e, las cotas de f y controlando los te´rminos en









correspondientes al te´rmino no lineal de (EP ). Observar que I2 es menor regular
que I1 debido a la anisotrop´ıa en la regularidad de la velocidad vertical. Para
la acotacio´n de I2 sera´ fundamental el siguiente lema ([7]):
Lema 4 Sea Ω ⊆ RN (N = 2 o 3) el dominio considerado anteriormente.
Entonces, para toda funcio´n v ∈ W 1,p(Ω)N−1 (p > 1), si se define v3 como
v3(x, z) = −
∫ z
−h(x)
∇x · v(x, s)ds, tenemos:
‖v3‖Lp(Ω) ≤ hmax‖∇x · v‖Lp(Ω)














≤ C2 ‖wm‖4V + a(t) ‖wm‖2V + b(t),
(12)
donde a = a(τ, F ), b = b(τ, F ) son determinadas funciones de L1(0, T ), lo que,
bajo hipo´tesis de pequen˜ez sobre los datos, nos permite aplicar el Lema de
Gronwall y obtener el siguiente resultado ([7]):
Teorema 5 (Solucio´n global fuerte para datos pequen˜os en el caso 2D)
Sea S ⊆ R un intervalo y h ∈ C3(S) tal que h ≥ hmin > 0 en S. Supongamos que
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u0 ∈ V , F ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) y τ ∈ L2(0, T ;H1/2+ε0 (Γs)), para algu´n ε > 0, con
∂tτ ∈ L2(0, T ;H−1/2(Γs)). Si se verifica la siguiente condicio´n de pequen˜ez:































donde M es una constante positiva suficientemente pequen˜a, K1 y K2 son
constantes, y a y b las funciones que aparecen en (12), entonces existe una
u´nica solucio´n fuerte (u, ps) de (EP ) en (0, T ) (ps es u´nica salvo una funcio´n
aditiva de t).
Adema´s, en [7], se demuestra comportamiento asinto´tico en tiempo
exponencialmente decreciente en norma H1(Ω) cuando t ↑ +∞, si se impone
(H)2D ∀t ∈ (0,+∞) y una condicio´n extra de pequen˜ez sobre los datos τ y F
cuando t ↑ ∞. Por u´ltimo, mediante un argumento de punto fijo, se llega a que
existe solucio´n fuerte local en tiempo si hma´x es suficientemente pequen˜o.




lo que no permite aplicar el argumento del caso bidimensional. En la bu´squeda
de un remedio a dicho problema, en [8] nos centramos en la anisotrop´ıa de la
velocidad vertical. Como dijimos, ∂zw3 = −∇x · w ∈ L2(Ω), luego por una
desigualdad de tipo Poincare´ vertical w3 ∈ L2(Ω). Sin embargo, ∇xw3 /∈ L2(Ω)
en general. Esto nos lleva a separar la regularidad en la variables x y z, ajustando
las estimaciones en cada direccio´n. La novedad esta´ en considerar espacios y
estimaciones aniso´tropas del tipo (ver [8] para las demostraciones):




u(·, z) ∈ Lq(Sz) y ‖u(·, z)‖Lq(Sz) ∈ Lp(−hmax, 0),
y su norma viene dada por la expresio´n:∥∥‖u(·, z)‖Lq(Sz)∥∥Lp(−hmax,0)






‖u‖L∞z L4x(Ω) = sup
z∈(−hmax,0)
‖u(·, z)‖L4(Sz),
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Lema 6 (Desigualdades de interpolacio´n)
(a) Sea v ∈ L2(Ω) una funcio´n tal que ∂zv ∈ L2(Ω) y (vnz)|Γb = 0. Entonces,
v ∈ L∞z L2x(Ω) y satisface la estimacio´n:
‖v‖2L∞z L2x ≤ 2 ‖v‖L2(Ω)‖∂zv‖L2(Ω). (13)
Ma´s generalmente, si v ∈ H1(Ω) entonces v ∈ L∞z L2x(Ω), y existe una
constante C = C(Ω) > 0 tal que:
‖v‖2L∞z L2x ≤ C(Ω)‖v‖L2(Ω)‖v‖H1(Ω) ∀v ∈ H
1(Ω). (14)
(b) Sea v ∈ L2(Ω) una funcio´n tal que ∇xv ∈ L2(Ω)2 y (vnxi)|Γb∪Γl = 0
(i = 1, 2). Entonces, v ∈ L2zL4x(Ω) y verifica la estimacio´n:
‖vi‖2L2zL4x ≤ 4 ‖vi‖L2(Ω)‖∇xvi‖L2(Ω). (15)
Ma´s generalmente, si v ∈ H1(Ω) entonces v ∈ L2zL4x, y existe una
constante C = C(Ω) > 0 tal que:
‖v‖2L2zL4x ≤ C(Ω)‖v‖L2(Ω)‖v‖H1(Ω). (16)
Lema 7 (Nuevas estimaciones para v3) Sea v ∈ L2(Ω)2 una funcio´n tal
que ∇x ·v ∈ H1(Ω). Entonces, si consideramos v3 definida en funcio´n de ∇x ·v
como en el Lema 4, tenemos que v3 ∈ L∞z L4x(Ω) y verifica la estimacio´n:
‖v3‖L∞z L4x ≤ C (Ω) ‖∇x · v‖
1/2
L2(Ω)‖∇x · v‖1/2H1(Ω).
Usando dichas desigualdades, conseguimos acotar el te´rmino I2 de la forma:




para C = C(Ω) > 0 una constante. Siguiendo entonces un razonamiento similar
al del Teorema 5, separando adema´s por una parte la influencia de los datos
de tipo L2(0, T ) y L∞(0, T ), y por otra la dependencia expl´ıcita respecto a la
viscosidad (con constantes que ahora so´lo dependen del dominio), se llega al
siguiente resultado [8]:
Teorema 8 (Solucio´n global fuerte para datos pequen˜os en el caso
3D) Sea S ⊂ Rd (d = 1 o 2) un dominio C3 y h ∈ C3(S) tal que h ≥ hmin > 0
en S. Supongamos que u0 ∈ V , F = f1 + f2 con f1 ∈ L2(0, T ;L2(Ω)d) y
f2 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)d), τ = τ1 + τ2 con τ1 ∈ L2(0, T ;H1/2+ε0 (Γs)d) y τ2 ∈
L∞(0, T ;H1/2+ε0 (Γs)
d) para algu´n ε > 0, tal que ∂tτ1 ∈ L2(0, T ;H−1/2(Γs)d)
y ∂tτ2 ∈ L∞(0, T ;H−1/2(Γs)d). Si, adema´s los datos verifican las siguientes
“condiciones de pequen˜ez”:
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(H)3D

‖f1‖L2T (L2) + ‖τ1‖L2T (H1/2+ε0 ) < c ν
3/2, ‖∂tτ1‖L2T (H−1/2) < c ν5/2,
‖f2‖L∞T (L2) + ‖τ2‖L∞T (H1/2+ε0 ) < c ν
2, ‖∂tτ2‖L∞T (H−1/2) < c ν3,









donde ν = mı´n{νh, νv}, ν¯ = ma´x{νh, νv} y c es una constante suficientemente
pequen˜a (que so´lo depende de Ω), entonces existe una (u´nica) solucio´n fuerte
(u, ps) de (EP ) en (0, T ) (ps es u´nica salvo una funcio´n aditiva que so´lo depende
de t).
Nota 3 Hemos denotado LqT (L






Tratamos ahora de evitar la hipo´tesis de pequen˜ez sobre los datos. Partimos
entonces de la expresio´n relativa a (12) para el caso 3D:
d
dt







+ a(t)‖w‖2V + b(t),
(17)
donde a(t) y b(t) son funciones de L1(0, T ), dependientes de ν y de los datos. Al
contrario del argumento (de punto fijo) hecho en [7] donde hab´ıa que imponer
que hma´x fuese suficientemente pequen˜o, en [8] hacemos un nuevo razonamiento
que nos permite eliminar esta hipo´tesis. En s´ıntesis, consiste en lo siguiente:
Como wm(0) = 0 y wm es una funcio´n continua en tiempo con valores en




, ∀t ∈ [0, T 1m].
Entonces, lo que tenemos que demostrar es que podemos elegir T 1m acotado
inferiormente por un tiempo T∗ ≥ 0 e independientemente de m. Integrando la








Entonces, eligiendo T 2 tal que:






no es dif´ıcil verificar que se puede elegir T 1m igual a T
2 para cada m. La prueba
de la existencia de solucio´n fuerte en (0, T2) a partir de aqu´ı se puede concluir
de forma esta´ndard.
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3.2 Comportamiento asinto´tico de las soluciones.
En [8] tambie´n se estudia el comportamiento en tiempo hacia un estado
estacionario (generado por los datos segundo miembro f2 y condicio´n de
contorno Neumann τ2, supuestos independientes del tiempo). El objetivo es
obtener un resultado de convergencia en norma V , lo que en principio nos obliga




−νh∆xv − νv∂2zzv + (v · ∇x)v + v3∂zv +∇xps = f2 en Ω,
∇x · 〈v〉 = 0 en S,
νv∂zv|Γs = τ2, v|Γb∪Γl = 0.
Centra´ndonos en el caso 3D, obtenemos el siguiente resultado [8]:
Teorema 9 Si los datos f2 y τ2 son suficientemente pequen˜os en las normas
de L2(Ω)2 y H
1/2+ε
0 (Γs)
2 respectivamente, entonces existe una u´nica solucio´n
(fuerte) v para (EP )st y se satisfacen las siguientes estimaciones de regularidad












‖f2‖2L2(Ω) + ‖τ2‖2H1/2+ε0 (Γs)
}
. (19)
El resultado de comportamiento asinto´tico que obtenemos en [8] es:
Teorema 10 (Convergencia de la solucio´n 3D de evolucio´n hacia
la solucio´n 3D estacionaria) Sea u una solucio´n fuerte de (EP ) en
(0,+∞) con segundo miembro f = f1 + f2, donde f1 ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)2) y
f2 ∈ L2(Ω)2 (independiente de t), y la condicio´n de Newman τ = τ1 + τ2,
donde τ1 ∈ L2(0,+∞;H1/2+ε0 (Γs)2) para algu´n ε > 0, tal que ∂tτ1 ∈
L2(0,+∞;H−1/2(Γs)2), y τ2 ∈ H1/2+ε0 (Γs)2 para algu´n ε > 0 (tambie´n
independiente de t). Suponiendo condiciones de pequen˜ez (H)3D con T =
+∞, si v es la solucio´n fuerte estacionaria de (EP )st con segundo miembro f2
y condicio´n de contorno Neumann τ2, entonces u(t) → v en la norma H1(Ω)
cuando t ↑ +∞.
La demostracio´n sigue los siguientes pasos:
1) Se considera el problema verificado por w = u−v−e donde v es la solucio´n
fuerte del problema estacionario (dada en el Teorema 9) y e es la solucio´n
fuerte del problema lineal evolutivo (S) con datos g = f1, e(0) = u0−v y
τ = τ1 (dada en el Teorema 3). Consideramos su formulacio´n variacional
y estimamos con funciones test del tipo Aw, obteniendo:
d
dt







+ (a1(t) + a2(t)) ‖w‖2V + b(t),
(20)
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donde a1 ∈ L∞(0,∞), a2 y b ∈ L1(0,∞), son funciones dependientes de
los datos.
2) Gracias a la hipo´tesis de pequen˜ez sobre los datos, conseguimos que para
un γ suficientemente pequen˜o:
‖w(t)‖V ≤ γ ν3/2, ∀t ∈ [0,+∞).















Como por hipo´tesis sobre los datos y la construccio´n de e, ‖e‖2H2(Ω) ∈
L1(0,+∞), entonces para todo δ > 0 existe un T∗ ∈ [0,+∞) tal que∫ +∞
T∗
‖e(t)‖2H2(Ω)dt < δ.
















podemos concluir que ‖w(t)‖2V = ‖u(t)− e(t)−v‖2V → 0 cuando t ↑ +∞.
3) Razonando de manera ana´loga obtenemos que ‖e(t)‖V → 0 cuando
t ↑ +∞, lo que nos permite concluir el resultado de convergencia
‖u(t)− v‖2H1(Ω) → 0.
3.3 Unicidad de solucio´n de´bil/fuerte.
La menor regularidad del te´rmino no lineal (de conveccio´n vertical) en el sistema
de Ecuaciones Primitivas hace que se necesite mayor regularidad para demostrar
la unicidad de solucio´n que en el caso del sistema de Navier-Stokes. Para
comprobarlo, basta con intentar reproducir la demostracio´n de unicidad que
aparece, por ejemplo, en el libro de P. L. Lions [13]. El principal inconveniente
es la acotacio´n del te´rmino: ∫
Ω
u3∂zψ · u dΩ
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Usando las estimaciones iso´tropas, conseguimos una estimacio´n para:{
u ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)), u3 ∈ L2(0, T ;L2(Ω))
∂zψ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;L∞)
Sin embargo, el uso de las estimaciones aniso´tropas nos permite rebajar la
regularidad a los siguientes espacios aniso´tropos:{
u ∈ L4(0, T ;L2zL4x), u3 ∈ L2(0, T ;L∞z L2x),
∂zψ ∈ L4(0, T ;L2zL4x),
de manera que podemos enunciar el siguiente resultado:
Teorema 11 (Unicidad de solucio´n de´bil/fuerte) Sea u solucio´n de´bil de (EP )
en (0, T ). Si existe u una solucio´n de´bil de (EP ) en (0, T ) tal que:
∇xu ∈ L2(0, T ;L∞z L2x) y ∂zu ∈ L4(0, T ;L2zL4x), (22)
entonces ambas soluciones coinciden en [0, T ).
Nota 4 En 2D, la hipo´tesis (22) se rebaja so´lo a ∂zu ∈ L4(0, T ;L2(Ω)). En
cualquier caso, dicha regularidad adicional no esta´ asegurada en general para
una solucio´n de´bil.
4 El modelo de Ecuaciones Primitivas del oce´ano con
condiciones de contorno de tipo Navier.
Ya sabemos que las Ecuaciones Primitivas se obtienen a partir de las ecuaciones
de Navier-Stokes aniso´tropas por un ana´lisis asinto´tico cuando el cociente
de aspecto δ tiende a cero, completando dicho modelo con determinadas
condiciones de contorno (ver [1, 2] para condiciones Dirichlet en el fondo). Desde
un punto de vista f´ısico, la eleccio´n de condiciones de contorno de tipo Dirichlet
homoge´neas para la velocidad sobre el fondo so´lo esta´ justificada cuando la
viscosidad molecular del fluido sea importante. Sin embargo, en muchos modelos
geof´ısicos la viscosidad que se considera es turbulenta, siendo la viscosidad
molecular despreciable. Por otra parte, se sabe que el uso de la condicio´n de
contorno de friccio´n de tipo Navier en las ecuaciones de Navier-Stokes previene
la aparicio´n de capas l´ımites.
El objetivo de esta seccio´n es doble. Primero, obtener nuevas condiciones de
contorno para las Ecuaciones Primitivas, partiendo de condiciones de contorno
de tipo Navier en Navier-Stokes con viscosidad aniso´tropa y haciendo tender
el cociente de aspecto a cero ([3]). Segundo, analizar una cierta regularidad
adicional global en tiempo para cualquier solucio´n de´bil del modelo en un
dominio 2D que implica, en particular, la unicidad ([4]).
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4.1 Obtencio´n del modelo con nuevas condiciones de contorno.
Consideramos un fluido gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes
de evolucio´n, con fuerza de Coriolis y viscosidad aniso´tropa (turbulenta).
Supondremos que la densidad es constante (igual a 1). Suponemos que la
viscosidad aniso´tropa ν viene dada por (νh, νh, νz). Definimos el gradiente
aniso´tropo como:
∇ν = (νh∂x1 , νh∂x2 , νz∂z) = (νh∇x, νz∂z), (23)




(∇νuδ +∇tνuδ) /2, (24)
donde uδ es la velocidad del fluido, dada por (vδ, wδ), donde vδ = (vδ1, v
δ
2) es
la componente horizontal y wδ es la componente vertical. Supongamos el fluido
en un dominio Ωδ = {(x, z) ∈ R3/x = (x1, x2) ∈ S, −δh(x) < z < 0}, y que el
flujo satisface una condicio´n de traccio´n sobre la superficie Γs debida al viento,
una condicio´n de contorno Dirichlet homoge´nea sobre las paredes laterales Γδl
(si existen) y una condicio´n de contorno de tipo friccio´n sobre el fondo Γδb . Ma´s




δ + uδ · ∇uδ − 2∇ · Dν(uδ) + 2W × uδ +∇pδ = 0 en (0, T )× Ωδ,
∇ · uδ = 0 en (0, T )× Ωδ,
νz∂zv
δ = α|vair|(vair − vδ), wδ = 0 sobre (0, T )× Γδs,
(2Dν(u
δ)nδ + γu
δ)tg = 0 u
δ · nδ = 0 sobre (0, T )× Γδb ,
uδ = 0 sobre (0, T )× Γδl ,
uδ|t=0 = uδ0 en Ωδ,
(25)
con Dν(u
δ) definido en (24). La fuerza de Coriolis viene dada por 2W × uδ
con W = |W|(0, cos θ, sen θ) el vector de rotacio´n de la Tierra y θ = θ(y) es la
latitud. Denotamos por vair : S → R2 la velocidad del aire sobre la superficie,
y α y γ dos funciones de x no negativas y acotadas. Recordemos que Dν(u
δ)nδ



















donde nδ es el vector normal exterior a Γ
δ
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Nota 5 La condicio´n (25)3 representa el efecto (no lineal) que el aire ejerce
sobre la velocidad horizontal del flujo de agua en el Oce´ano. Por otra parte, en
la condicio´n (25)4 el coeficiente γ = γ(x) depende de la rugosidad del fondo.
As´ı pues, la condicio´n (25)4 completa viene a expresar los efectos que la friccio´n
con el fondo ejercen sobre la componente tangencial de 2Dν(u
δ)nδ.
Introducimos los siguientes espacios funcionales para el dominio de partida Ωδ:
Vδ =
{
Φ = (ϕ,ψ) ∈ (C∞l (Ωδ))2 × (C∞l (Ωδ)) :
∇ · Φ = 0 en Ωδ, Φ · nδ = 0 sobre ∂Ωδ}
donde C∞l (Ωδ) =
{
χ ∈ C∞(Ωδ) : χ = 0 en un entorno de Γδl }, y definimos Hδ
y Vδ como la clausura de Vδ en (L2(Ωδ))3 y (H1(Ωδ))3, respectivamente.
Notemos que el modelo que obtenemos es no sta´ndard, ya que el te´rmino de
segundo orden −2∇ · (Dν(uδ)) no es necesariamente difusivo pues, en general,
−2〈∇ · (Dν(uδ)),uδ〉 6≥ 0.
Teorema 12 Supongamos h ∈ W 2,∞(S), h > 0 en S, |∇xh| > c > 0 sobre
∂S ∩ {h = 0}, uδ0 ∈ Hδ, α1/3vair ∈ L3(0, T ;L3(Ω)2) y
















1 + δ2|∇xh(x)|2, ∀i, j = 1, 2, c.p.d. x ∈ S,
(27)
donde C(Ω) = C(S)C ′(Ω) con C ′(Ω) depende de las inyecciones de Sobolev de
H1 en H1/2-frontera. Entonces, existe una solucio´n de´bil del problema tal que:






































Adema´s, dicha solucio´n satisface la siguiente desigualdad de energ´ıa, para todo




























Nota 6 Las hipo´tesis (27) aseguran la disipacio´n del problema, necesaria para
que el modelo sea f´ısicamente admisible.
Esquema de la demostracio´n: Se sigue un procedimiento de tipo
Galerkin. Al acotar los te´rminos que aparecen en la formulacio´n variacional
al tomar como funciones test las soluciones de Galerkin aproximadas, aparece
un te´rmino conflictivo que proviene del gradiente traspuesto de la velocidad,
que ahora no se anula porque tenemos un gradiente aniso´tropo. Dicho te´rmino
se puede reescribir como un te´rmino sobre la frontera de la forma:∫
Ωδ
















donde H representa el hessiano de vδ, es decir, H = (∂2ijh)ij . Para acotar este
te´rmino se usan desigualdades de interpolacio´n de espacios de Sobolev H s en sus
correspondientes espacios de trazas, imponiendo las hipo´tesis (27) para llegar a
controlar este te´rmino con las normas L2 y H1 que aparecen a la izquierda de la
desigualdad de energ´ıa que se pretende conseguir (ver [3, 15] para los detalles).
Nota 7 [3]
1) Si γ 6= 0 y |Γδl | > 0, se pueden reescribir las hipo´tesis (27) de manera
ma´s fa´cil ya que la seminorma del gradiente en L2(Ωδ) es equivalente a
la norma en H1(Ωδ).
2) Si γ 6= 0 y |Γδl | = 0, se puede obtener existencia de solucio´n de´bil sin la
hipo´tesis (27)3, pero entonces no se garantiza la disipatividad del sistema.
3) Si γ = 0 y |Γδl | = 0 (es decir, en el caso de deslizamiento sobre el fondo y
sin paredes laterales), se puede garantizar la existencia de solucio´n de´bil
pero no la disipacio´n del sistema.
Nos interesamos ahora por el comportamiento asinto´tico cuando δ → 0 de
las soluciones de´biles uδ (para cada dominio Ωδ) obtenidas en el Teorema 12.
Supondremos que h ≈ 1 y:
νh ≈ 1, νz = δ2νv (νv ≈ 1), (31)
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α/δ → α¯ y γ/δ → γ¯ en L∞(S)-de´bil∗, (32)








que nos llevan al dominio (adimensional)
Ω = {(x, Z) ∈ R3 : x ∈ S, −h(x) < Z < 0},
cuyas fronteras vienen dadas por Γs ≡ S × {0}, Γl = {(x, Z) ∈ R3 : x ∈




. Probamos entonces que cuando δ
tiende a 0, entonces la solucio´n Uδ = (Vδ,W δ) reescalada segu´n (33) a partir
de una solucio´n (vδ, wδ) de las ecuaciones de Navier-Stokes (25), posee una
subsucesio´n que converge a una solucio´n U = (V,W ) del modelo de Ecuaciones
Primitivas:
∂tV + (U · ∇) V −∆νV + kV⊥ +∇xP = 0 en (0, T )× Ω,
∂ZP = 0, ∇x ·V + ∂ZW = 0 en (0, T )× Ω,






Z = AV|Γb , sobre (0, T )× Γb,
(V,W ) · n = 0 sobre (0, T )× Γb,
V = 0 sobre (0, T )× Γl,
V|t=0 = V0 en Ω,
(34)
donde ∇x = (∂x1 , ∂x2), ∆ν = νh∆x + νv∂2Z , ∆x = ∂2x1 + ∂2x2 , V⊥ = (−V2, V1),
k = |W| sen θ y
AV|Γb = γV|ΓbnZ + νhHV|ΓbnZ + νh∇x · (V|Γb)nx − νh∇x (V|Γb)nx, (35)
con n = (nx, nZ) el vector normal exterior a Γb. La condicio´n (35) tendra´ un
sentido “dual” a trave´s de la formulacio´n de´bil (38) de (34) .
Nota 8 En dimensio´n 2, la condicio´n de contorno en el fondo se reduce a:
νv∂ZV|Γb = βV|Γb con β =
(γ¯ + νhh
′′)
1 + νh|h′|2/νv .
Considerando entonces los siguientes espacios funcionales en el l´ımite:
V = {Φ˜ = (ϕ˜, ψ˜) ∈ (C∞l (Ω))3 : ∇ · Φ˜ = 0 en Ω, Φ˜ · n = 0 sobre ∂Ω},
donde C∞l (Ω) =
{
χ ∈ C∞(Ω) : χ = 0 en un entorno de Γl }, y definiendo
Hprim, V prim y Y prim como las clausuras de V para las normas
‖Φ˜‖Hprim = ‖ϕ˜‖(L2(Ω))2 , ‖Φ˜‖V prim = ‖ϕ˜‖(H1(Ω))2 y ‖Φ˜‖Y prim = ‖ϕ˜‖(H2(Ω))2
respectivamente, donde ϕ˜ = (Φ˜1, Φ˜2), obtenemos el siguiente resultado [3]:
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Teorema 13 En las hipo´tesis del Teorema 12, si suponemos adema´s que:
‖Vδ0‖2(L2(Ω))2 + ‖δW δ0 ‖2L2(Ω) ≤ Cinic,
Vδ0 ⇀ V0 en L
2(Ω)2-de´bil∗,
(36)
entonces, existe una subsucesio´n de Uδ = (Vδ,W δ) (obtenida por el
reescalamiento (33) de una solucio´n uδ de las ecuaciones de Navier-Stokes)
que converge a U = (V,W ) en el sentido siguiente:
(Vδ,W δ)→ (V,W ) en L2(0, T ;V Prim)-de´bil
Vδ → V en L∞(0, T ;L2(Ω)2)-de´bil∗. (37)
Adema´s, U = (V,W ) es una solucio´n de´bil del sistema (34); es decir, ∀Φ˜ =







































































Nota 9 El l´ımite cuando δ → 0 de las hipo´tesis (27) nos da las correspondientes
hipo´tesis de disipacio´n para el problema l´ımite (34).
Esquema de la demostracio´n: Haciendo el cambio de variable (33) en
la formulacio´n variacional (28) y tomando funciones test adecuadas, podemos
demostrar que la sucesio´n (Vδ,W δ) esta´ acotada en L2(0, T ;V prim) y Vδ
en L∞(0, T ;L2(Ω)3). Entonces existe una subsucesio´n (que denotaremos de
la misma forma) convergente como en (37). Esto nos permite concluir la
convergencia de los te´rminos lineales de la formulacio´n variacional.
Tambie´n se puede demostrar que Vδ converge fuerte a V en L2(0, T ;L2(Ω)2),
usando una variante dada en [1], de la compacidad en espacios Lp con valores
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en un Banach [16], lo que permite la convergencia de los te´rminos no lineales.
Asimismo, la hipo´tesis (36) sobre los datos iniciales garantiza la convergencia
de los te´rminos dependientes de los datos iniciales.
Por u´ltimo, para obtener la convergencia de los te´rminos de frontera, usamos
la convergencia fuerte de Vδ y ciertas desigualdades de interpolacio´n (ver [3] y
[15] para los detalles).
Nota 10 Aplicando el Lema de De Rham ([16]) en las formulaciones
variacionales asociadas al problema aproximado (25) y al problema l´ımite (34),
podemos recuperar los potenciales respectivos P δ y P , como distribuciones, tales
que las ecuaciones de momentos relativas a (25) reescaladas con (33) y las
ecuaciones de momentos relativas a (34) se satisfacen en H−1(0, T ;H−1(Ω)3)
(espacio dual de H10 (0, T ; (H
1
0 (Ω))
3)) y en H−1(0, T ; (W−1,r
′
(Ω))3) (espacio
dual de H10 (0, T ; (W
1,r
0 (Ω))
3)) respectivamente, siendo r > 2 y r′ su exponente
conjugado. Adema´s, considerando la convergencia del resto de te´rminos en las
ecuaciones de momentos, podemos probar:
∇xP δ → ∇xP en H−1(0, T ; (W−1,r′(Ω))2)-de´bil
‖∂ZP δ‖H−1(0,T ;H−1(Ω)) ≤ Cδ.
En particular, obtenemos convergencia fuerte de ∂ZP
δ a ∂ZP (= 0) en
H−1(0, T ;H−1(Ω)).
Llegados a este punto, so´lo nos queda identificar las condiciones de contorno
verificadas por la solucio´n variacional l´ımite (V,W ) obtenida en el Teorema
anterior. Llamando T al tensor de esfuerzos:
T =
 νh∂x1V1 − P νh∂x2V1 νv∂ZV1νh∂x1V2 νh∂x2V2 − P νv∂ZV2
0 0 −P
 ,
obtenemos que ∇ · T ∈ H−1(0, T ;L1(Ω)3). Por otra parte, tambie´n se tiene
que T ∈ H−1(0, T ;L1(Ω)3×3). Estas regularidades nos permiten definir la traza
normal de T en (W 1,∞(∂Ω)3)′, donde W 1,∞(∂Ω) = {φ|∂Ω : φ ∈ W 1,∞(Ω)},
dotado de la norma:








T · ∇(ϕ˜, ψ˜) +
∫
Ω








P∇ · (ϕ˜, ψ˜) +
∫
Ω
(∇ · T ) · (ϕ˜, ψ˜),
(40)
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para todo (ϕ˜, ψ˜) ∈ (W 1,∞(Ω))3. Esta desigualdad se satisface en D′(0, T ).
Partiendo de la definicio´n de traza normal para T en (W 1,∞(∂Ω)3)′, vamos






esta´ definida en (W 1,∞(∂Ω)2)′. Con este objetivo, para cada ϕ˜ ∈ (W 1,∞(Ω))2
consideramos ψ˜ de tal forma que (ϕ˜, ψ˜) · n = 0 sobre ∂Ω. As´ı, podemos definir






Las expresiones (40) y (41) nos permitira´n encontrar las condiciones de contorno
que aparecen en (34).
4.2 Resultados de regularidad y unicidad para el modelo 2D.
Nos centramos ahora en el modelo obtenido por paso al l´ımite en la subseccio´n
anterior para el caso de un dominio 2D, definido como:
Ω = {(x, z) ∈ R2/ x ∈ S, −h(x) < z < 0},
siendo S un intervalo abierto y h : S¯ → R+ una funcio´n continua no negativa
que se anula sobre ∂S. La frontera del dominio es ∂Ω = Γb ∪ Γs donde:
Γb = {(x, z) ∈ R2 : x ∈ S, z = −h(x)}, Γs = {(x, 0), x ∈ S}.
El me´todo que seguimos sigue siendo va´lido si consideramos paredes laterales.
Estudiamos entonces la velocidad del fluido (v, w) y la presio´n p que
satisfacen el siguiente sistema:
(EP )

∂tv + v∂xv + w∂zv − νh∂2xv − νv∂2zv + ∂xp = f en (0, T )× Ω,
∂zp = 0 en (0, T )× Ω, 〈v〉 = 0 en (0, T )× S,
νv∂zv|Γs = α|vair|(vair − v), νv∂zv|Γb = β(x)v en (0, T ),
v|t=0 = v0 en Ω
donde
w(t, x, z) =
∫ 0
z




Nota 11 Denotamos por f : (0, T ) × Ω → R una fuerza externa, vair :
(0, T )× S → R la velocidad horizontal del aire sobre la superficie y v0 : Ω→ R
la velocidad horizontal inicial. Finalmente, α ∈ R es una constante positiva y
β = β(x) una funcio´n positiva definida en S (que depende de la rugosidad del
fondo). Lo´gicamente, hemos considerado una viscosidad aniso´tropa (νh, νv).
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Nota 12 El modelo de Ecuaciones Primitivas con condiciones de Navier
deducido anteriormente, estaba formado por (EP )1, ∂zp = 0 y ∂xv + ∂zw = 0
en (0, T ) × Ω, y las condiciones de contorno νv∂zv = α(vair − v), w = 0 sobre
(0, T ) × Γs, νv∂zv = βv y (v, w) · n = 0 sobre (0, T ) × Γb, y v|t=0 = v0 en Ω.
As´ı pues, la ecuacio´n ∂xv+∂zw = 0 junto con las condiciones de contorno para
w permite deducir que w(t;x, z) =
∫ 0
z
∂xv(t;x, s)ds y ∂x〈v〉 = 0. Como 〈v〉 es
una funcio´n de una variable, la hipo´tesis 〈v〉 = 0 sobre (0, T )× ∂S implica que
〈v〉 = 0 sobre (0, T )× S.
Introducimos los siguientes espacios funcionales:
V = {ϕ ∈ C∞s (Ω) : 〈ϕ〉 = 0 en S} ,
donde C∞s (Ω) es el espacio de funciones regulares sobre Ω que se anulan en un
entorno de ∂S; H y V las clausuras de V para las normas de L2(Ω) y H1(Ω),
respectivamente.
En esta subseccio´n usaremos la regularidad de´bil, que ya ha sido demostrada
por un procedimiento asinto´tico (a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes con
condicio´n de Navier) en la subseccio´n anterior, y demostraremos una regularidad
intermedia entre la de´bil y la fuerte que nos permitira´ concluir en particular la
unicidad de solucio´n de´bil. E´ste ha sido el trabajo hecho en [4] y desarrollado
en un cap´ıtulo de [15]. Concretamente las definiciones son las siguientes:
Definicio´n 4 (Solucio´n de´bil) Decimos que v es una solucio´n de´bil de (EP )
en (0, T ) si:
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Nota 13 Para asegurar que el sistema es disipativo, necesitaremos imponer que
γ(x) ≥ 0. Dicha hipo´tesis resulta ser la hipo´tesis l´ımite en el caso 2D de (27)
cuando δ → 0.
Definicio´n 5 (Solucio´n de´bil-vorticidad) Diremos que v es una solucio´n
de´bil-vorticidad de (EP ) en (0, T ) si es una solucio´n de´bil, que satisface adema´s
la regularidad adicional:
∂zv ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)).
Nota 14 Esta regularidad adicional para ∂zv implica que v verifica las
condiciones de contorno en el fondo y en la superficie en el sentido de las
trazas. Adema´s, ∂zv se puede identificar con la vorticidad de las Ecuaciones
Primitivas, ya que es el l´ımite de la vorticidad del sistema de ecuaciones de
Navier-Stokes 2D, de ah´ı su denominacio´n.
Enunciamos entonces el resultado principal:
Teorema 14 Sea h ∈ H2(S) con |h′| > 0 sobre ∂S, β ∈ H10 (S), f ∈
L2(0, T ;L2(Ω)), ∂zf ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), vair ∈ L∞(0, T ;H10 (S)), ∂tvair ∈
L2(0, T ;L1(S)), v0 ∈ H, ∂zv0 ∈ L2(Ω). Si adema´s γ(x) ≥ 0 en S, y la funcio´n
profundidad h satisface |h′(x)|/h(x) ≤ c/dist(x, ∂S) en S, entonces existe una
u´nica solucio´n de´bil para (EP ) en todo (0, T ). Dicha solucio´n es, adema´s, una
solucio´n de´bil-vorticidad.
Esquema de la demostracio´n: La bu´squeda de soluciones de´bil-vorticidad
responde al objetivo de obtener unicidad del modelo de (EP ). En efecto,
aplicando el argumento de unicidad hecho por ejemplo en P. L. Lions [13] al
caso de (EP ), observamos que una condicio´n necesaria de unicidad es que una
de las soluciones de´biles verifique que ∂zv ∈ L4(0, T ;L4(Ω)), ver Nota 4. Para
conseguir dicho objetivo, buscamos de que´ problema es solucio´n ∂zv. Derivando
formalmente (EP )1 respecto de z, obtenemos que ∂zv satisface en D′((0, T )×Ω):
∂t(∂zv) + v∂x(∂zv) + w∂z(∂zv)− νh∂2x(∂zv)− νv∂2z (∂zv) = ∂zf.
Conocidas v y w, la ecuacio´n anterior es lineal y parabo´lica para ∂zv, y adema´s
la presio´n ha desaparecido al no depender de z. Por tanto, podemos esperar
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regularidad de´bil para ∂zv. Lo que ocurre es que como las condiciones de
contorno para ∂zv sobre Γs y Γb dependen de v ( y v y p esta´n acopladas en el
problema (EP )), en realidad el problema que verifica ∂zv tambie´n depende de
la presio´n. Levantando las condiciones de contorno no homoge´neas del sistema
verificado por ∂zv, con la funcio´n auxiliar:
ψ = νv∂zv − φ v − e
donde 















son funciones que garantizan que ψ|∂Ω = 0, llegamos a que ψ verifica el
problema:
(P )
 ∂tψ + v ∂xψ + w ∂zψ − νv∂
2
xxψ − νv∂2zzψ = F en (0, T )× Ω,
ψ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
ψ|t=0 = νv∂zv0 − φ|t=0v0 − e|t=0 en Ω,
donde F = G(φ, v, w, e, f) + φ∂xp, para una cierta funcio´n G.
Los problemas a resolver llegados a este punto son dos: por una parte,
necesitamos para la presio´n mayor regularidad de la habitual para obtener una
solucio´n de´bil de (P ). En segundo lugar, y una vez obtenida ψ, necesitamos
identificar ψ + φ v + e con νv∂zv, donde la dificultad esta´ en que νv∂zv en
principio so´lo tiene regulatidad L2(0, T ;L2(Ω)).
El siguiente lema garantiza una cierta regularidad con peso para la presio´n
que a posteriori sera´ suficiente para obtener una solucio´n de´bil del problema
(P ).
Lema 15 En las hipo´tesis del Teorema 14, si (v, w) es una solucio´n de´bil de
(EP ), entonces se verifica:
√
h ∂xp ∈ L2(0, T ;H−1(S)).
Nota 15 Aqu´ı estamos identificando la presio´n p como una distribucio´n
dependiente so´lo de x, usando que ∂zp = 0 (ver [4] y [15], para ma´s detalles
sobre esta identificacio´n).
Esquema de la demostracio´n: En el marco de Navier-Stokes, la regularidad
de la presio´n se obtiene a partir de la regularidad del resto de los te´rminos
de la ecuacio´n de momentos, en el que el te´rmino de evolucio´n ∂tv implica
so´lo una regularidad dual de tipo H−1 en tiempo. En este caso, aprovechando
que 〈v〉 = 0, tenemos que ∂t〈v〉 = 0, lo que permite vislumbrar mejoras en la
regularidad de la presio´n si integramos previamente la ecuacio´n en altura.
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Para considerar el te´rmino de presio´n, usaremos una formulacio´n variacional
mixta, para funciones test ϕ ∈ C1([0, T ];C∞s (Ω)) con ϕ(T ) = 0, tales que existe











































Centra´ndonos en la integral en presio´n, y como p es independiente de z,∫
Ω
p∇ · (ϕ,ψ) dΩ =
∫
S
p ∂x〈ϕ〉 dx. En consecuencia, al tomar funciones test
ϕ independientes de z se genera un factor h(x). En particular, eligiendo
ϕ = ζ/
√
h con ζ ∈ C10 ([0, T ];C∞0 (S)) como funciones test (que son densas







Usando desigualdades de tipo Hardy (vertical) y las hipo´tesis sobre la
funcio´n profundidad h, conseguimos (en [4]) acotar el resto de los te´rminos
de la formulacio´n variacional mixta por C‖ζ‖L2(0,T ;H10 (S)), y concluimos la
regularidad del enunciado.
Con la regularidad adicional para ∂xp del Lema anterior, no resulta dif´ıcil
obtener la existencia (y unicidad, dado que es un problema lineal) de solucio´n
de´bil ψ de (P ).
Nos queda entonces identificar ψ + φ v + e con νv∂zv. Como ya dijimos, la
dificultad principal es que ∂zv so´lo tiene la regularidad L
2(0, T ;L2(Ω)); aunque
se puede demostrar que νv∂zv verifica (P ) pero en el sentido de solucio´n por
trasposicio´n. Si intentamos demostrar unicidad entre una solucio´n de´bil y otra
por trasposicio´n del problema (P ), tendr´ıamos que demostrar mayor regularidad
de dicho sistema (lo cual no parece fa´cil dada la regularidad de la velocidad de
conveccio´n v). Lo que hacemos entonces es comparar v con una funcio´n adecuada
v˜ tal que νv∂z v˜ = ψ + φv + e. Para ello, llamamos a = ψ + φ v + e y definimos
la funcio´n:


















que se puede ver que verifica v˜ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)), νv∂z v˜ =
a en Ω, 〈v˜〉 = 0 sobre S, y las mismas condiciones de contorno que v.
Concretamente, v˜ es solucio´n de la e. d. p. :
∂tv˜ + v ∂xv˜ + w ∂z v˜ − νh∂2xxv˜ − νv∂2zz v˜ + ∂xp˜s = G, (45)
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donde G = v ∂xv˜ +
∫ 0
z
∂x (v∂z v˜) (x, s)ds + f . Es importante sen˜alar que si
v˜ = v, entonces G = f . Aplicando ahora un razonamiento de unicidad y gracias
a la regularidad adicional para ∂z v˜ (por ser solucio´n de´bil-vorticidad), se puede
concluir (ver [4, 15]) que v = v˜.
Referencias
[1] P. Aze´rad & F. Guille´n, Mathematical justification of the hydrostatic
approximation in the Primitive Equations of Geophysical fluid dynamics.
Siam J. Math. Anal. ,Vol. 33, No. 4, 847-859.
[2] O. Besson & M. R. Laydi, Some Estimates for the Anisotropic
Navier-Stokes Equations and for the Hydrostatic Approximation, M2AN-
Mod. Math. Ana.Nume., Vol. 7, 1992, pp. 855-865.
[3] D. Bresch, F. Guille´n-Gonza´lez, N. Masmoudi & M. A. Rodr´ıguez-Bellido,
Asymptotic derivation of a Navier condition for the Primitive Equations.
Sometido a la revista Asymptotic Anal.
[4] D. Bresch, F. Guille´n-Gonza´lez, N. Masmoudi and M. A. Rodr´ıguez-Bellido,
On the uniqueness of weak solutions of the two-dimensional Primitive
Equations. Aceptado en la revista Diff. and Int. Eq.
[5] T. Chaco´n & F. Guille´n, An intrinsic analysis of existence of
solutions for the hydrostatic approximation of the Navier-Stokes equations,
C. R. Acad. Sci. Paris, t. 330, Se´rie I, pp. 841-846, 2000.
[6] F. Guille´n & M. V. Redondo, Convergencia de algunos esquemas nume´ricos
hacia el modelo evolutivo de Ecuaciones Primitivas, Actas XVI CEDYA,
VI CMA, University of Las Palmas de Gran Canaria 1999, pp. 1165-1172.
[7] F. Guille´n-Gonza´lez & M. A. Rodr´ıguez-Bellido, On the strong solutions
of the 2D Primitive Equations problem. Aparecera´ en la revista Journal of
Nonlinear Analysis: Serie A Theory and Methods, Vo. 50, 5 (2002), 621-646.
[8] F. Guille´n-Gonza´lez, N. Masmoudi & M. A. Rodr´ıguez-Bellido, Anisotropic
estimates and strong solutions of the Primitive Equations. Diff. and
Int. Eq. , 14 (2001), no. 11, 1381-1408.
[9] R. Lewandowski, Analyse Mathe´matique et Oce´anographie, Masson, 1997.
[10] J. L. Lions, R. Teman, S. Wang, New formulation of the primitive equations
of the atmosphere and applications. Nonlinearity, 5, 1992, pp. 237-288.
[11] J. L. Lions, R. Teman, S. Wang, On the equations of the large scale Ocean.
Nonlinearity, 5, 1992, pp. 1007-1053.
[12] J.-L. Lions, R. Temam & S. Wang Models of the Coupled Atmosphere and
Ocean, Computational Mechanics Advances, 1,(1993), pp. 5-54 and 55-119.
Sobre la regularidad y unicidad del problema de Ecuaciones Primitivas... 57
[13] P.L. Lions, Mathematical Topics in Fluids Mechanics, Vol.1, Incompressible
Models, Univ. Paris-Dauphine & E´cole Polytechnique, Oxford Univ. Press.
Inc., NY, 1996.
[14] J. Pedlosky, Geophysical fluid dynamics, Springer–Verlag, (1987).
[15] M. A. Rodr´ıguez Bellido, Ana´lisis Matema´tico de Algunos Sistemas de
Tipo Navier-Stokes: Fluidos Quasi-Newtonianos y Ecuaciones Primitivas
del Oce´ano, Tesis Doctoral, Facultad de Matema´ticas, Univ. Sevilla,
Septiembre 2001.
[16] J. Simon Compact sets in the space Lp(0, T ;B), Annali di Matematica
Pure ed Applicata (IV), Vol. CXLVI (1987), pp. 65-96.
[17] M. Ziane, Regularity Results for Stokes Type Systems. Applicable Analysis,
Vol. 58, 1995, pp. 263-292.
